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Primera Parte: Ley de Faraday-Lenz-Maxwell

9.1. Introduccion

En e siglo XIX, después de haber comprobado gque una corriente eléctrica | originaba un campo

magnético B (Ley de Ampere), los cientificos se preguntaron si |0s campos magnéticos eran capaces
de producir una corriente I. El conductor (1) de la figura crea un campo magnético porque por é
circula una corriente. ¢(Puede e campo I

magnético generado por la corriente | del

conductor (1) “arrastrar” los electrones de )

cable (2)? ¢Puede producir una corriente en el
cable (2)? ¢Y los campos magnéticos

(2)

generados por imanes podrian “arrastrar” 1os
electrones de un conductor? Pero sabemos que las corrientes son generadas por campos el éctricos E.

Entonces, |a pregunta es: ¢Puede un campo magnético B generar un campo eléctrico E ?
Después de muchisimas experiencias frustradas realizadas por muchos cientificos, en 1831 M. Faraday
descubrié que aparecian “efectos eléctricos’ cuando “algo” estaba variando. Sus observaciones
llevaron a que eso podia ocurrir si la | del conductor (1) era dependiente del tiempo, i.e. si I=I(t) se
creaba o “induciad’ una corriente |” en el cable (2) . Pero eso ocurria también en otras circunstancias.
Tomemos un circuito de prueba que consta de una espira conductora y un amperimetro. Se observa
que:
» s secierao abrelallave L dd circuito de la figura (bateria con resistencia) se genera una
corriente en la espira o circuito de prueba porque se mide una corriente en  amperimetro (se
[lama corriente inducida).
» s conlallave L cerrada del circuito, €l circuito de prueba se traslada (se acerca o alga), se
mide una corriente (inducida) en el amperimetro.

* S uniman setradada se detecta en el amperimetro el paso de una corriente inducida.

- CircmtJ: |7_’ Gmmo L’ ‘

L. de prueba de prueba
Circuito
de prueba
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Observemos que usamos un circuito de prueba, es decir, un conductor por 10 que podemos medir una

corriente bajo ciertas condiciones.

Unos afios después de las experiencias de Faraday, James Clerk Maxwell generaliz6 la observacion de
Faraday, 1o que dio lugar a la ley de Faraday-Maxwell, que es una de las cuatro ecuaciones
fundamentales del Electromagnetismo. Pero antes de formalizar esta ley, estudiaremos algunas
situaciones que nos ayudardn a entender, no solamente su formulacion, sino también agunos

fendmenos experimental es que la describen directa o indirectamente.

9.2. Ley de Faraday-Lenz: Regla del flujo

Vamos a interpretar los resultados de las experiencias que hemos presentado. En todas ellas ago
cambia, algo varia. Analicemos cada una de ellas:

1) En el caso del conductor donde I=1(t) , vavariando en el tiempo el campo magnético generado
por ella(Ley de Ampere)

2) Cuando se cierra o abre la llave dd circuito pila-resistencia comienza a circular o deja de
circular corriente por él. En consecuencia, cambia el campo magnético en e tiempo.

3) Cuando sea€ao acercad circuito pilaresistencia (con | constante), el campo magnético que
él genera es constante pero € campo magnético en el lugar del circuito de prueba va
cambiando a medida que €l circuito pila-resistencia se trad ada.

4) Cuando e iman setraslada, € efecto es analogo al de la situacion presentada en 3).

En todas estas circunstancias, por un motivo o por otro, varia e campo magnético “en €l circuito de
prueba’.
Otras variaciones de estas experiencias son:

a) Cambiar laformade circuito de pruebay realizar las mismas experiencias.

b) Cambiar laorientacion del circuito de pruebay realizar las mismas experiencias.

c) Dejar d imén o d circuito pila-resistenciainmoviles (con lallave cerrada), y girar laespirasin
cambiar su forma.

d) Vaiasmaés......

Faraday resume estos comportamientos proponiendo: “En el circuito de prueba aparece una

corriente transitoria porque se produce en é una fuerza electromotriz inducida (fem)”. Y esta

fem es proporcional alavariacion del flujo de B que concatena e circuito de prueba. Es decir,

fem=k 22 9.1)
dt

Donde € flujo se define (como ya lo hicimos en Electrostética) como @ = ” B+dS . Pero, jcuidado!

En Electrostética usamos el flujo del campo eléctrico o del vector desplazamiento a través de una

9-3



=8 FACULTAD
-‘ DE INGENIERIA FISICA 1l (2015)
Universidad de Buenos Aires EI eCt” Ci dad y M agnetiSmO
superficie cerrada. En Magnetostética (y Magnetismo en general) no podemos usar una superficie

cerrada porque siempre daria cero'. Aqui la superficie debe ser abierta (pero, por supuesto, se necesita
una curva cerrada paratener una superficie!)
Esta regla (porque explicaba todas las situaciones experimentales que Faraday habia provocado) se
llama Regla del Flujo y k es una constante a determinar. Y esta variacion se puede producir por
varios motivos
1. Variad campo magnético
2. Varialasuperficie en el tiempo.
3. Variael angulo entre & campo y la superficie
4. Deagunamaneravarian los limites de integracién (ya veremos como)
Podemos encontrar situaciones muy complicadas dificiles de analizar cuantitativamente. Hay otras
situaciones donde laregla del flujo no es vélida'. Pero para comenzar, a comprender esta Regla es
suficiente?. En las experiencias realizadas se observo que el sentido de circulacion de la corriente
dependia del crecimiento o decrecimiento del flujo. Es decir, s e flujo aumentaba a cierto ritmo
se inducia una cierta corriente con un cierto sentido. Si, en cambio, e flujo disminuia a mismo
ritmo, se inducia una corriente con el mismo valor pero de sentido contrario. H Lenz resumié lo
observado alrededor de 1833: La corriente inducida produce campos magnéticos que tienden
a oponerse al cambio del flujo magnético que produce tales corrientes inducidas. Es decir, la
Ley de Lenz manifiesta que si € flujo dd campo estd aumentando (por algin motivo), e campo
magnético inducido (producido por la corriente inducida) sera tal que tienda a disminuir € flujo
resultante.
Para redondear veamos un ejemplo donde solo varia en el tiempo
el campo magnético. Supongamos que tenemos una espira A S

conductora circular indeformable de radio R como la de la

figura. Hemos definido € diferencia de curva d acorde a

sentido arbitrario con que hemos definido la superficie S. Esta

espira et inmersa en una zona donde existe un campo

magnético que puede variar en € tiempo pero no varia con la _/_

posicion. La fem inducida, segin la Ley de Faraday, en estas dl

circunstancias, estara dada por

fem=k 92 _ 2 ﬁ B-dézk” B s (9.2)
at dt S©) 3 dt

! Recordar que nunca se encontraron monopol os magnéticos, por lo que <ﬁ> B.dS=0esuna ley experimental

S
2 Después veremos una generalizacion de la Regla del Flujo que llamaremos Ley de Faraday-Maxwell.
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Supongamos que € campo externo B =B(t) forma un
angulo ¢ con la superficie (como se indica en la figura). Sin
pérdida de generalidad, podemos escribir dS= dse, y
B(t)=B,(t)&, + B,(t)€, por lo que

dB(t) dB,(t) & + dB ( )

dt  dt &
dB s_ 9B (t)éZ-dS: dB, (t)OIS .
dt dt
fem—k [ S B 45 K[ 9B, (1) yo_  BBD) 93)
B4 N a dt

dBZ—(t)?:

¢Cuénto vale k? ¢Es una constante positiva 0 negativa? ¢Depende de cOmo sea a

dB, (t)

Supongamos que el campo crezca con € tiempo, i.e. >0. Volvamos a la Ley de Lenz: la

corriente inducida debe ser tal que € campo por ella generado se oponga a cambio. ¢Cud seria su
sentido en este caso? Como la componente del campo aumenta, e campo generado por la corriente

debe intentar que no lo haga (que no aumente el flujo, que en este caso corresponde a que no aumente

el campo). ¢Como? Creando un campo de sentido contrario, o sea, en €l sentido —€,. Para ello, la

corriente inducida deberia circular en el sentido contrario a a . Es decir, en sentido contrario a que

consideramos “positivo” a elegir € dS. Es por este motivo que debe ser k < 0. Como todas las
constantes de la Electricidad y Magnetismo, su valor depende del sistema de unidades elegido. Por
suerte, en € Sl, es muy sencillo: su valor es unitario y resulta k = —1.

Podemos escribir, entonces, la Ley de Faraday-Lenz

fem=—-—— I B'dS (94)

S(C)

Nosotros vamos a comenzar con la Ley de Faraday-Lenz® y postular que la fem es independiente
del sistema inercial de referencia elegido y que la expresion (9.4) es véida en todos los sistemas
inerciales de referencia.

Podriamos representar € problema planteado con las siguientes figuras: se induce una corriente del

sentido indicado y es como si hubiera una pila ubicada como seindicaen lafiguraaladerecha:

% Decidimos partir de esta ley experimental porque asi fue enunciada por Faraday. En algunos libros se parte de
esta expresion y en otros el tema se desarrolla de otra manera. Por ahora no decimos cudl es esa otra manera.
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inducida

dBZ—t(t) < 0?Lacorriente

1) ¢Qué hubiera ocurrido s
inducida sera tal que e campo magnético inducido
“trate” de que e flujo no disminuya. ¢Cémo?
Creando una corriente inducida que produzca un

campo en el sentido de +€, .

2) Como €l sentido del dS es arbitrari 0, podriamos
haberlo elegido “hacia abgjo”. La situacion fisica es
idénticaalal) por lo que la corriente inducida debe

tener el mismo sentido que en 1). Hagamos la

cuenta:

dB(t) dB,(t) = dB,(t)_

i a Y T

dB - dB,(t)_ _ dB, (t)
dS=—-""g.dS(-8)=-—2"ds

dt i R o Oof

Cd s e OB(1)
fem= aﬂBdS—Jr o 7R“ <0 porque

S(C)

negativo significa que la corriente inducida tendra sentido

contrario a del dl . Nos fijamos en el dibujo: esa corriente
inducida creara un campo dentro de la espira “hacia arriba’
que ayudara a que @ flujo no disminuyatanto.
3) Nos quedaria esta situacion que deben resolver
ustedes con detalle.*

FISICA 1 (2015)
Electricidady Magnetismo

inducida

<0

inducida

inducida

resultado sea

dBat(t) <0. Que ©

AZ

dB
dt

>0

inducida — * 777

* Para estos casos tan sencillos seguramente que es innecesario hacer tantas cuentas. Pero més adelante nos
encontraremos con situaciones que son mas complicadas y no habra otra posibilidad que hacer bien la cuenta o

tener un poder de abstraccion més que importante.
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En lugar de dibujar un campo magnético, vamos a aplicar o que vimos a una disposicion experimental
gue podemos hacer en el Laboratorio (0 en el auld). Vamos a ver qué ocurre cuando un iman

rectangular se acercay luego se algja de una espira circular conductora. Supongamos que €l imén cae

auna velocidad V,, (que no variaen el tiempo) pasando por & centro de la espira circular. Podemos

digtinguir tresinstantes caracteristicos.

1. Como vemos en lafigura el campo magnético comienza

a aumentar sobre la superficie determinada por la espira “1 N -
(aungue solo importa que aumente la componente _

perpendicular ala superficie delaespira). Por laLey de

Faraday-Lenz, se vaainducir una corriente que trata de \/

que el flujo no aumente. Es decir, la corriente inducida 1.8.I

tendra sentido horario y nos acercamos a la situacion 2.

2. Unavez que el iman esta dentro de la espira, € flujo va

cambiando a una menor “velocidad” porque € campo

Vo magnético ya no varia tanto sobre la superficie de la espira. La

corriente inducida con sentido horario va disminuyendo hasta

que € flujo Ilega a un maximo (llamamos t=0 cuando €l centro

del iméan est4 justo en la superficie de la espira). Luego € flujo
Jdiainy 2 comienza a disminuir por lo que la corriente inducida intentara
gue no disminuya. ¢Cémo? Circulando en sentido antihorario y
acercandonos ala situacion 3
3. Cuando € imén va sdliendo de la superficie de la

espira, € flujo va disminuyendo por lo que la corriente . 1 .
inducida tendr& sentido  antihorario  (como
adelantamos). Cuando el imén estd muy algado de la =
espira, ya no sentird su efecto, i.e. no cambiaré el flujo v
por lo que la corriente ir& disminuyendo hasta anularse. °
L S \a v
Podriamos hacer un grafico cualitativo de esta experiencia
donde graficamos € flujo, la fem y la corriente inducidas en :4“ “:

funcién del tiempo. Este dispositivo es un generador de
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corriente eléctrica. Y como esta corriente cambia de signo a través del tiempo (i.e. los portadores de

cargatienen una velocidad media que va cambiando de sentido en e tiempo) se llama Generador de
Corriente Alterna o simplemente Generador de Alterna.

Algunas observaciones:

1)En este generador por Induccion, €
flujo varia en € tiempo porque e campo
() magnético lo hace.

| 2)Hemos tomado como positivo €

t sentido de circulacién antihorario para todas
las situaciones de este dispositivo.
3)Si estuviéramos en un sistema de

coordenadas solidario a imén y con la espira

moviéndose, la situacion fisica serialamisma
y € resultado seriael mismo. Asi debe ser porque ambos son sistemas de referenciainerciales.

4) Podemos asociar a la espira con corriente inducida a un momento magnetico inducido m,
(Ver Capitulo 6) perpendicular a la espira y cuyo valor es|rT"|nd|= ling 7R?. Su sentido

cambiaent=0.

9.3. Un generador primitivo de corriente alterna

Veamos un tipo muy elemental de generador que proviene e e o s e

del movimiento de una espira conductora en un campo

|
1
: I
! :
magnético constante y uniforme. La espira rectangular de v e @ 0 °© © o o
lados a y b entra a una zona de campo magnético uniforme — : ® ©® ©® ® ® ® :
1
— 1
B, (perpendicular ala superficie de la espira) y se mueve e © © o e ®:
: ® ® ® ® ©® ® ,I
con velocidad constante paralela a
1 o ™ X
lano de la espira como se indica en la ——— - ———— -
P =8 I'@ @ @ @ @ & |
figura. Para poder determinar cdbmo es la B’ :
0
. . ®
fem inducida & vamos a establecer un al I
') s — I
sistema de coordenadas (que nos [ v @ I
o — I
permitira  hacer las  “cuentas’ b l. % & ® ® @ © ol
I
correctamente) y comprobaremos que I
® |
los resultados son cualitativamente I
. @ ® ® ©® ;¥
compatibles con la Ley de Faraday- Zéb :

Lenz.
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Tenemos, entonces,

B=B,6,; dS=dSE,; V=V, §,.

Supongamos que en t=0 |a espira esta ubicada entre Yy, (menor que cero) y Y, —a;y entre X, y

X +D.
. X
Mientras se mueva fuera de la zona donde _ & @ o @t
. = : . B I
exise e B, € flujo no cambia (es nulo) por lo a g ® :
T I
gue no hay fem. /1 o @ ® |
b| & :
. 3 ® ® ® ] ® |
Supongamos que la espira comienza a entrar en - !
la zona de campo magnético en el instante @ @ :
[
t, Y En un instante t, la superficie z_ga ® & © @ @ ¥
v L
“dentro” de la zona de campo corresponde a
X Vo (t—t,). Calculemoslafem
x0+b v(t-t)
fementrar == t J.I B-dS= _t IJ. Bo€, - dx dy & €= B0 J. dx I dy =
esplra espiradonde 0

—BO%[bv(t—tl)} =-B,bv<0

Que resulte negativa significa que la corriente circulara en el sentido contrario a elegido como

positivo. Observemos que € flujo va aumentando a medida que la espira entra en la zona de
campo y la corriente inducida es tal que crea un campo en sentido contrario a B,,i.e lacorriente
tendrd sentido antihorario. También es de notar que esta fem no varia en el tiempo mientras que la
espiraentraen lazonayaque @ =+B, ab.

Durante € tiempo que la espira esta inmersa
totalmente en e campo, € flujo no cambia. En
consecuencia, durante ese intervalo de tiempo no

hay fem inducida.

Cuando la espira comienza a salir de la zona (en €
ingtante t, =t +VvL), @ fluo comienza a

disminuir. Calcularemos la fem pero antes

pensemos en qué sentido circulard la corriente Zg

inducida en este caso. Como € flujo comienza a

|

disminuir, la corriente inducida “tratard” de crear un campo del mismo sentido de B, para
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compensar la disminucion del area con un aumento del campo magnético total (origina mas

inducido). Esto solo es posible si la corriente circulara en sentido horario por 1o que la fem debe

resultar positiva. En efecto,

x0+b L
My, =———= H - [[ B, -dxdye =-B— j d [ dy=
dt esplra dt espiradonde X9 a-Vv(t-t,)

esB=0

:—BO%[b(L—a+v(t—t1))]:+Bo bv>0

Unavez que la espira sale totalmente de la zona, el flujo no variay lafeminducida resulta nula.

Grafiqguemos el flujo del campo magnético y lafeminducida en funcion del tiempo.

Byabl - ___
| : : |
ty t, t
E
+BOVb ———————————————————————————————— -:_=
! L
¥ t,  t
By VN g

Una vez determinada la fem, podemos calcular la corriente que circularia por una espira rectangular
en e caso en que fuera conductora y gque su resistencia fuera R. La corriente resulta constante (de

digtinto signo) mientras la espira entra o sale de la zona de campo magnético (cambiando €l sentido de

circulacion), siendo su valor | = BOV% y la potencia entregada en forma de calor esta dada por

= ( BOVb) 4 durante cada intervalo donde la corriente no es nula. La corriente inducida sera nula

cuando la espira esta totalmente “sumergida’ en la zona de campo magnético o totalmente fuera de
ella’.

® Vamos a volver sobre este di spositivo porgue nos permitira explicar el funcionamiento de los frenos

magnéticos.
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9.4. Generadoresde corriente alterna sinusoidal

Vamos a ver un tipo muy especia de generador porque es e de mayor importancia para nuestra vida

cotidiana. S bien la tecnologia es € producto del

e

trabgo de muchos ingenieros y fisicos, no podemos
dejar de destacar €l papel que tuvo Nicolés Tedaen la
implementacién de generadores de CA a gran escala
Es realmente muy interesante conocer la historia de
este genio més que excéntrico™ " V.

Habiamos visto en € Capitulo 6 que s aplicabamos

una corriente a una espira inmersa en un campo

magnético B , ésta experimentaba un torque que
X e P g Generadoresde CA de Teda.

hacia que su momento magnético M se alineara con €l

campo externo. Este es € principio de funcionamiento de un motor: la corriente eléctrica se

transforma en mecanica. El torque 7 = mx Bext resultaba proporciona a la corriente. Ademés,

m aumentando el nimero de espiras,
ext aumentaba  ‘linealmente” €
torque, i.e. @ trabajo mecanico
podia incrementarse sin aumentar

|lacorriente.

Ante

Veremos ahora que podremos hacer e camino inverso, es
decir, convertir energia mecanica en energia eléctrica: obtener

una corriente moviendo una espira 0 conjunto de espiras
conductoras inmersas en un campo magnético B, ® Como

campo magnético externo puede usarse € generado por un

iman permanente.

Vamos a analizar paso por paso cémo es la fem inducida (o la corriente inducida) en funcion del
tiempo cuando la o las espiras se rotan arededor de un e de simetria de la espira con velocidad
angular constante. Como vemos en la figura, a ir rotando la espira, variara el flujo del campo

magnético y se generard una fem. Esa fem provocard la aparicién de una corriente que generara un

® podriamos hacerla girar gracias al agua que cae con fuerza en un embalse, por gjemplo.
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campo magnético inducido (que se opondra a cambio de flujo sufrido por la espira). Construiremos

asi un generador mucho menos primitivo que el anterior.

Vamos a elegir una sola espira conductora rectangular de lados a y b como la de la figura’.
Establecemos arbitrariamente un sentido de circulacién positivo, € que establece univocamente cud el
sentido positivo de la normal a la superficie. Podemos también hacer una vista lateral del generador
para visualizar mejor la geometria. En la posicién 1 el campo magnético es perpendicular a érea

determinada por la espiray su sentido coincide con el de lanormal ala superficie por como se definio

lamisma
a 1 B

® ® e \—éx»
/'/ al } ’) ’

B,® | / ~
® ® b ! ‘3 L
® ® \45 ) >
® ® 7 I >
DS e >
—p

Posicién 1 Vigtalatera

Analicemos ahora paso a paso. Tengamos en cuenta que al rotar la espira alrededor del ge x lanormal

alasuperficie siempre estara contenida en €l plano yz e ird girando alrededor del gje x .

A

z Enestaposicion @ =+B, ab

Cuando comienza agirar, € flujo de B (positivo)

O = H B.dS= ﬂ Béy-d—Scomienzaa

r espira espira
£ > Y disminuir. Mientras tanto se creard unafemtal
) / que trate de aumentar €l flujo para que no

;{/ / disminuya como cal cularemos en 2
. 1

" Fuera de laespira rectangular, el campo magnético puede ser nulo. Los cables paralelos marcados con dos
puntos (rojo y celeste) estan muy proximosy el area que determinan es despreciable. El circuito se cierra con,
por g emplo, un amperimetro.
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Como la superficie efectiva (su proyeccion sobre
ladireccion del campo) disminuye, debe aumentar
el campo paratratar de que el flujo no disminuya.
Entonces se “crea’ una corriente en el sentido
positivo de circulacion.

® = B-Sn=Babcoswt

d_(I) =-wBabsenwt

fem=+wBabsenwt

En esta posicion €l flujo es nulo.

AV AN
X (O]
4, El flujo comienza a aumentar pero con signo
negativo, es decir que, en readlidad et
'/\ T disminuyendo. Seinducirdunal tal quetratade
V \a gue €l flujo sigasiendo nulo, es decir se creardun
------- ( //‘ =— campo con flujo positivo. Esto corresponde a que

el campo sea de sentido contrario a origina. Se
logra con una corriente en e sentido que habia

sido definido positivo paralacirculacion

v

Llegamos alaposicion en que dS tiene sentido
—€, . El flujo ® = -B, ab, esdecir, tieneun

mini mo.
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4, El flujo comienza a disminuir en modulo. El
/ campo debe aumentar para que no dgje de ser un
:'\} 7 / minimo. |.e. debe ser del mismo sentido que €
AN / a > campo original. Asi, la corriente debe ser como en
/ / lafigura (sentido negativo de circulacion)

7 -y

7/, 8y 9 quedan como |gercicio

Es muy fécil de comprobar que las expresiones
® = B-Sh=Babcosat

d—(D =-wBabsenwt

fem=+wBabsen ot
reflejan cada uno de los pasos. Si en lugar de una espira, fueran N espiras idénticas, € flujo total sera

N®D (por € principio de superposicién). Si, ademas, el flujo no es maximo en €l ingtante inicial,

1 espira

las expresiones del flujo y de lafem corresponden a

® = NBabcos(at + ¢,)

fem=+NwBabsen(at + ¢,)

Observar que ambas cantidades estan desfasadas en % :

() €

NBab | NBabe

/2 3n/2  2xm

ot ot

123456
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9.5. Intentando explicar microscopicamente la generacion de las corrientes
inducidas

Vimos en e Capitulo 5 que las corrientes AX
constantes se producian por accion de un ® ® . ® ® ® @
campo eléctrico sobre los portadores de Bﬂ@

@ ® ®

carga. Y el campo eléctrico era provisto por
las baterias o pilas. ¢Cémo podemos explicar

la aparicibn de las corrientes inducidas?

Vamos a intentar explicarlo a partir dd

generador primitivo que estudiamos en 9.4.

Al entrar en e campo magnético, los ,|® ® ® @& @ @ {

portadores de carga libres g (consideremos L

gque son las cargas positivas) que estén bgjo la influencia de I_3>O sentirdn una fuerza dada por
F.=qVxB,=q Ve, x B, €, =q B, & por loque los portadores positivos iran de P hacia Q en el

tramo PQ. (En € tramo SR no hay fuerzay en los tramos SP y RQ (dentro de la zona de campo) podra
haber una migracion de cargas positivas hacia arriba). El déficit de cargas negativas en Q atrae
portadores libres de RQ y asi circulara una corriente en sentido antihorario (como habiamos obtenido a
través de la Regla del Flujo). Cuando la espira esta totalmente sumergida en la zona de campo
magnético, también en el tramo SR habra una migracion de portadores positivos hacia R. Esto hara
gue cese la migracion de portadores positivos de P a Sy deja de circular corriente. Cuando la espira
comienza a salir de la zona de campo, no habré fuerza sobre los portadores del tramo PQ); solamente
sobre los del tramo RS por |o que comenzard a circular una corriente en sentido horario.

Si bien este modelo es muy crudo, nos ayudara a entender la produccion de corrientes parasitas, la
generacion de fems en dispositivos donde aparentemente no hay variacion de flujo magnético a través

de lasuperficie de la espira conductoray también e principio del freno magnético.

9.6. Principio de funcionamiento de los frenos magnéticos

En los dos generadores de corriente que estudiamos con cierto detalle, la velocidad lineal y la
velocidad angular se consideraban constantes.

En el generador primitivo suponiamos que la espira se movia a través del campo con velocidad
constante. ¢Es posible que lo haga en todo el trayecto? Hay varias maneras de atacar el problema. Por
un lado hemos visto que a entrar en la zona de campo magnético (con cierta energia cinética) aparece
unafemy, por lo tanto, si la espira es conductora comenzard a circular una corriente determinada por
los valores de la fem y de la resistencia de la espira R. Por lo tanto habré energia disipada en la

resistencia. Esta energia en forma de calor, ¢de donde proviene? De provenir de la energia cinética
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origina de la espira, ésta debera disminuir

Su energia cinética.. Es decir, se deberia

A X
e -
frenar. Veamos que es asi. B ® ® ® ® ®
Estudiemos la fuerza sobre la espira cuando B
0
comienza a circular corriente inducida. La S °p @ ® ® ® ®

fuerza sobre la espira aparece solamente en
e tramo PQ ya que no existe campo en €l

tramo fuera de la region de campo, y en los

lados paralelos a e y se compensan las
fuerzas.
sl ¢ © o o ol
S >
Asi
Xo+b Xo+b 2 2
_ . B.vb B vb
F= [ 1d'xB = [ >—dxgxB,&=——"—¢
% w R R

V emos que tiene sentido contrario alavelocidad por |o que esta fuerza es de frenado. Por |o tanto,

para mantener constante a la vel ocidad debera aplicarse unafuerza

. B vb?
I:aplicada == éy
R
Lapotencia (trabajo realizado/unidad de tiempo) necesaria para mantener esta velocidad sera
= B v’b®
P= l:aplicz-,lda.\_i =— i}
R

Como puede verse, la potencia disipada en laresistencia
BXvb® BXv’b?

R:Iisipadazlsz > R=—

eR R? R

esigual ala potencia aplicada para mantener e movimiento con velocidad constante.

Podemos calcular como variarialavelocidad si no se aplicara esa fuerza a partir de laLey de Newton

- v Bwb’ 4
F=mi=m—=-—"—028§ v
dt R
tdv (B’ v B’
—=-[2=dt Slh—=-2—t
vo V o MR Vo mR
A R - . t
V=yV,e =V,e’’ T= 2—b2 donde 7 es el tiempo caracteristico de frenado.
BO

Como vemos, cuanto mayor eslaresistenciaal paso de corriente, mayor es 7y mayor el tiempo de
frenado, tarda mas en disminuir la velocidad. Podemos calcular qué distancia puede recorrer en €
tiempo t:
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y t
_[vedt= e oy R K
.([dy J; v,e /Tdt vor(l e ) A _ (1 e )

Nota: observar que si hubiéramos igualado la potencia disipada en la resistencia a la variaciéon de
energia cinética (con signo menos), también hubiéramos determinado la velocidad en funcién del
tiempo.

En conclusién: este dispositivo (circuito mévil en campo magnético estético) sirve como fuente de fem
s se mantiene la velocidad constante o como freno (usualmente el circuito es estatico y € campo
magnético, o lo que lo produce, se mueve). Hay una gran cantidad de dispositivos que usan frenos
magnéticos: balanzas (¢donde estan?), reeles (esto es para pescadores), “montafias rusas’, trenes, etc.

rebang.eh.a

9.7. Lafuerza electromotriz®

Si pensamos en un circuito eléctrico tipico (una pila con una lamparita) aparece una pregunta que nos
puede dejar perplgos. La corriente eslamismaalo largo de todo el circuito en todo momento aunque
launica “fuerza de empuje’ esta en lapila. ¢No seria esperable tener una corriente méximaen lapilay
nada en la lampartita? ¢Quién empuja a los portadores de carga en el circuito? ¢COmo es este empuje

8 Esto est4 basado en el tratamiento dado en Introduction to Electrodynamics de Griffiths
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gue hace que la corriente sea la misma siempre en todos |os puntos del circuito? Es més. como vimos

en e Capitulo 5, los portadores de carga se mueven a paso de caracol. ¢Por qué no lleva media hora a
gue las noticias a cancen lalamparita? ¢Coémo saben los portadores que deben comenzar a moverse en
el mismo instante?

Respuesta: Si la corriente no fuera la misma en todo € circuito, la carga se apilaria en algun lugar, y

(achesta el punto crucial) e campo eléctrico que produciria esta carga acumulada trataria de nivelar el

flujo de cargas. Supongamos (ver figura) que en la curva la corriente entrante es mayor que la

N\

Figure 7.7 Figure 7.8

saliente. De ser asi, se acumularia carga positiva 'y crearia un campo eléctrico saliente (de la curva).
Este campo se opone a flujo de corriente entrante (y va a disminuir la corriente entrante) y va a
incentivar ala corriente saliente, 1o que hard que disminuya la cantidad de cargas positivas acumuladas
en la curva. Cuando se acabe la acumulacion, las corrientes (entrante y saliente) serén iguaes. se
llegard a equilibrio. Es un hermoso sistema que se autocorrige autométicamente para mantener la
corriente uniforme. Y en la préctica lo hace tan rpido que podemos asumir que la corriente es la
misma en todo el circuito (aln en sistemas que oscilan a radiofrecuencias).

El resultado de todo esto es que existen en realidad dos fuerzas asociadas a la corriente circulante: la
fuente (en nuestro caso es la pila) y la fuerza electrostatica (que sirve para uniformizar € flujo de
portadores y comunica la influencia de la pila a lugares distantes de la pila en €l circuito). Escribamos

lafuerzatota por unidad de carga como

Independientemente de cudl sea el mecanismo por el cua la fuente produce esa fuerza, el efecto neto

sera
fem=p fedl = P( fre + E ol = P Tyeneedl
porque la circulacion del campo electrostatico es nulo. Asi, la fem puede ser interpretada como el

trabgj o realizado por unidad de carga por lafuente sobre e circuito. OJO!!! No es unafuerza...
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Apliquemos esto a nuestro generador primitivo de la Seccion 9.3. Como vimos, la fem producida a

entrar en la zona de campo magnético era
fementrar :_BOVb
Y en la secciéon 95 vimos que la fuerza sobre cada portador positivo es

Fn=0VxB,=q Ve xB,& =0 B, & O sea lafuerzapor unidad de carga (la que produce que

los portadores se muevan) es fm =B, ve . Esta “fuerza’ es ahora nuestra fuente. Probemos:
— —_— —_— P —_—
fem = el = § By Vel = [ By vE,odl =—B, vb
Q

De todo € circuito rectangular, solo hay fuerza magnética en e segmento P_Q por lo que la

circulacién es nula escepto en ese tramo. E integramos desde Q a P porque habiamos definido como
positivo € sentido de circulacién horario. Llegamos al mismo resultado que habiamos obtenido a
través de la Regla del Flujo. Si bien esto es tan solo un giemplo, vamos a generaizar el resultado para

casos como €l del circuito que se mueve en una zona de campo magnético que no variaen e tiempo:

fem:é,:s(vxéo)-%%[ﬂ %'TS}=3—ZD

9.8. Dispositivos generadores de fem donde no parece haber variacion del
flujo.

Comencemos por un tipo de generador que histéricamente
trgjo muchos problemas en e siglo XIX porque no se podia
entender su funcionamiento: el disco de Faraday o de Aragé”.

Esqueméticamente podemos representarlo por un disco

metalico de radio a que rota a velocidad angular « alrededor

de un gje vertical en un campo magnético uniforme B
pardelo a €e de rotacion. Se hace un circuito
conectanto un termina de una resistencia al ge y ©
otro terminal a borde de disco (dedizante).

Calculemos lafeminducida a partir de:

fem:i)(vx By )-dl

Esta integral se debe hacer pensado en los portadores

de caga que se mueven con una velocidad V=wpé€



? FACULTAD
-" DE INGENIERIA FISICA 11 (2015)

Universidad de Buenos Aires EI eCt” Ci dad \' M aqne“ SMo
VxBy=wp€,xB & =wpBye,. Esto significa que los z
B € |B
portadores positivos se dirigiran hacia a borde del disco (por eso €l
sentido de la corriente es €l indicado en lafigura). Laintegral seranula Cj
en todo punto fuera del disco®. En  consecuencia,
a 2
~ i a : I
fanzgﬁwaoep-dlzjwaodpsz; y la corriente R J
c 0
2
a“ . . , . . ,
I =f% :% Si suponemos que la resistencia del disco es despreciable. Si no, la corriente

también va a depender del material con el que esté hecho el disco.

¢En qué hubiera cambiado €l cdlculo s en lugar de un disco hubiéramos colocado un trozo del mismo
(por gjemplo, uno en forma de sector circular) y el terminal hubiera estado adosado a borde exterior?
El clculo de la fem hubiera sido @ mismo, € resultado de la fem hubiera sido @ mismo... Lo
diferente hubiera sido la corriente sl no pudiéramos despreciar la resistencia del sector circular. ¢Seré
mayor o menor la corriente que en el caso de utilizar el disco completo? De lo que vimos € €
Capitulo 5, laresistencia a la corriente que presenta un conductor cilindrico es mayor cuanto menores
son las posibilidades que tienen los portadores positivos de moverse. Esta claro que las posibilidades
de moverse son mayores en € disco completo, por lo que su resistencia seria menor si pensamos en
este aspecto. En consecuencia, seria de esperar que la corriente fuera mayor cuando usemos €l disco

compl eto.

9.9. Corrientes parasitas o corrientes de Foucalt o corrientes de torbellino o

“eddy currents’

El disco termina siendo como una pila sin pila (este es & primer generador “homopolar”). Fuera del
disco, claramente la corriente circula por e conductor del circuito. Pero en e disco la corriente se
desparrama por toda su superficie. Por eso se hace complejo pensar en la Regla del Flujo.¢Como se
distribuye la corriente en e disco? Cacular esto es una de las
dificultades més grandes que existen. Pero es relativamente f&cil
de verlo en forma cualitativa. A estas corrientes se las denomina
corrientes de Foucault o parasitas o de torbellino.

Ahondemos un poco més en € gemplo de la seccién anterior.
Supongamos que € campo magnético solo “ocupad’ una porcién

de la superficiey la velocidad angular se mantiene constante. Los

° No importa como sea laformadel circuito, el tramo sobre el disco Ilevaaunaintegral igua alaintegral sobre
un segmento delargo a
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portadores de carga que van a sufrir €l efecto de la fuerza magnética serén los que estén en esa
porcién. Y, seguin la disposicion del esgquema los portadores positivos se dirigirdn “hacia abgo”. Por
supuesto que los portadores positivos no siguen las direcciones indicadas con las flechas (piensen que
en cada instante cambia la direccién radial para cada portador positivo). Pero, en promedio, podemos
esguematizarlo como en lafigura.
¢Qué ocurre si se gira el disco con la manija y luego se deja
evolucionar al sistema? Pensando en nuestro generador primitivo, : "
podemos determinar que se va a frenar. Es decir, también en este et 0

il

caso aparece una fuerza de frenado (de sentido contrario a del

A
=
v

movimiento). Pero, en este caso, resulta imposible hacer € u\ 5 H
calculo andlitico. o -git

|
mR >

BZb?

Como vimos, el tiempo caracteristico de frenado es 7 =

para el generador primitivo. Para otros generadores mas complicados, no podremos determinar este
tiempo pero podemos pensar que sera proporcional a la resistencia. Cuanto menor sea la resistencia,
mayor seralafuerza de frenado y menor e tiempo gque tardara en frenarse. Aplicando este resultado a
disco de Foucault, llegariamos a la conclusion que si no mantenemos la velocidad angular constante,

el disco completo se frenard antes que € sector circular.

9.10.¢Usamos Regla del Flujo o la “Fuerza Magnética” para determinar la

fem inducida?

Esta pregunta esconde en realidad a otra: ¢son o mismo la Regla del flujo y € trabajo que redliza la
fuerza magnética sobre el circuito? En e gemplo del generador primitivo, vimos que podriamos
calcularlo de las dos maneras. En e caso del disco de Foucault, pudimos entender como se induce la
fem a pesar de que no cambie e flujo (aunque sea asi aparentemente; si no serian contradictorias
ambas formas). Uno puede forzar a aplicar la Regla del Flujo (eso hacen la mayoria de los libros) a
disco de Foucault y a otros dispositivos inventando circuitos (curvas) y superficies ficticias (que a
algun cientifico se le ocurrié usar y nosotros repetimos su metodologia). Sin embargo, aparte de estos
casos forzados, la Regla del Flujo no resulta siempre valida'™®.

En conclusién, nosotros utilizaremos la Regla del Flujo o e trabgjo de la Fuerza Magnética sobre €
circuito para calcular la fem (segin nos convenga mas). De todas maneras, con o que vimos hasta
ahora podemos describir € funcionamiento de muchos dispositivos (como |os generadoresy |os frenos
magnéticos) y explicar otros muy pintorescos (como el “tubo magico”, €l anillo de Thompson y los

“péndul os magnéticos”).

19 Hay dos gjemplos en el libro de Feyman
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Podemos deducir tedricamente que “las dos formas’ de calcular la fem son solo eso: dos formas.

V eamos cdmo se puede demostrar esa afirmacién. Cuando escribimos
fem=—— j B-dS
S(C)
dijimos en la Seccion 9.2 que el flujo podia cambiar por varios motivos:
1. Varfael campo magnético B: en el ejemplo delaespiracircular dela Seccién 9.2

2. Vaialasuperficieenel tiempo S= S(t) : podria ser una espira que se achica o agranda
3. Variael angulo entre e campoy la superficie 6 = H(t) : esel caso del generador de alterna

4. De dguna manera varian los limites de integracion: es el caso de nuestro generador primitivo

(se mueve laespiracon V)
¢Como se relaciona esto con la fuerza magnética Ifm =(qVx B?

Si € circuito C se mueve con velocidad V en cierta direccion sin defor mar se, en la derivada total de
la expresion de la fem debemos tener en cuenta este movimiento”"". Asi podemos reducir las causas
del cambio del flujoa

1. El flujo en un punto cambiaal transcurrir el tiempo

2. El circuito setradada
En lo que sigue, solo nos limitaremos a hacer una esbozo de la demostracion matemética (Este paso
pueden pasarlo rdpidamente, solo esté para justificar la expresion final). Después le daremos sentido

fisico. La derivadatotal y la derivada parcia de un vector respecto al tiempo de una funcion vectorial
G= G(F,t) = G(x, y,zt) donde las variables x, y, z son también funciones del tiempo, estan
ligadas por la expresion

dG 8G

VeV)G
ot ot +HV

donde llamamos V a vector velocidad que esta dado por V = ar i

Esta ecuacion puede ser escrita de otra manera a partir de laidentidad vectoria
Vx(GxV)=G(VeV)=V(V:G)+(V-V)G—(G-V)v

El primer y cuarto término del segundo miembro son nulos porque consideramos que la velocidad es

uniforme (no variani punto a punto en el espacio ni varia en el tiempo). En consecuencia
Vx(GxV)=—¥(V:G)+(v-V)G

0

(V)G =¥ (V+G)+Vx(GxV)
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En consecuenciad—Gzﬁ +(VeV )Gzﬁ V(V-G)+Vx(éx\7)
dt ot ot

Para campos solenoidales (VG = 0), resu Ita%—?:%JrV (G \7)

fem_—— [[ B-dS=- ﬂ aB-ols HVX(va) .dS

S(C)
Aplicando el teorema de Stokes a segundo término del miembro derecho y considerando que la

superficie deintegracion S delimitada por lacurva C no variaen € tiempo, se obtiene

- [ 5= ] Lo (-}

S(C) S(C)

Asi, esta ecuacion es vélida para “circuitos’ rigidos que se mueven a bajas velocidades respecto de la
velocidad de la luz de forma tal que las transformaciones de Galileo se puedan considerar vélidas. Se
interpreta, entonces, que € flujo magnético através de un circuito C puede variar a causa de que €
campo cambie en un punto al transcurrir € tiempo o porgue € circuito se traslada con velocidad
constante. Como puede verse, €l segundo término del tercer miembro corresponde a trabagjo de la
fuerza magnética sobre € circuito por unidad de carga.

Observacion: habiamos dicho en el Capitulo 6 que la fuerza magnética no realizaba trabajo. ¢No hay

contradiccion con lo que acabamos de decir sobre lafeminducida? La respuesta es NO. En e Capitulo

6, consideramos |a fuerza magnética sobre una carga que tenia una velocidad inicial Vv, inmersa en un

campo magnético externo l§0 Y calculamos € trabgjo readizado por dicha fuerza sobre la carga:

B
W = qj(\7x I§0)-dr donde estan relacionados V y dr por v :%. Por eso € trabajo realizado por

la fuerza magnética cuando la carga se traslada es nulo (tanto entre dos puntos como en un camino

cerrado). En cambio, al calcular lafem cuando €l campo no varia en € tiempo, fem= 43(\7 X B)-a ,
Cc

V es la velocidad del circuito Cy dl indica sus caracteristicas (su “forma’) y no esta relacionado

directamente con la velocidad.

Moraleja: No podemos adelantar de antemano S usar fem:—g H B.dSo

S(C)

an=— [ %

S(C)

-dS+<j>(\7 I_5>) odl para cacular la fem. La primera es general y la segunda

solamente es vaida solo cuando € circuito C no se deforma. A veces, la primera parece presentar

mas dificultad.
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9.11. Una nueva vision de la fem y una nueva interpretacion de la Ley de

Faraday-Lenz

¢COmo podemos relacionar o que vimos en la Seccion 9.7 con la fem inducida? Habiamos visto que
fem= <]S fodl = <j>( ﬂuente 0 E).E = (]5 ffumte-a donde la circulacion del campo eléctrico era nula

por tratarse de un campo electrostético. Asi lafem podia ser interpretada como €l trabgjo realizado por
unidad de carga por la fuente sobre el circuito. En los g emplos que vimos hasta ahora, ¢cud erala

fuente? Vimos que era € flujo variable en e tiempo del campo magnético (por cuaquiera de los

mecanismos posibles). Podemos asociar f aun campo €l éctrico no conservativo. De esta manera,

fuente

la fem representaria e trabgjo que realiza el campo eléctrico total (conservativo y no conservativo) en

un circuito completo por unidad de carga. Es decir,
fem=E +dl = (Ey +E, )odl = P Epy el =P Eedl
C C C C

Y solamente contribuye e campo eléctrico no conservativo. La fem proviene de campos el éctricos no
conservativos. Y s la fem es inducida, esa fem también debe provenir de un campo eléctrico no
conservativo. Fue J.C. Maxwell quien dio esta otrainterpretacion ala Ley de Faraday-Lenz, haciendo
un razonamiento matematico sencillo y fisicamente sutil. Para Maxwell la Ley debia ser una propiedad
de los campos y que ho tenia nada que ver con la presencia o ausencia del circuito por €l que circula

lacorriente. Es decir, Maxwell se liber6 ddl circuito real. Maxwell postul 6 que lavariacion ddl flujo de
B en alguna zona del espacio (limitada o no) produce en todo punto del espacio (exista 0 no circuito

de prueba) una campo eléctrico inducido por el cambio del flujo de B. A esta se llama Ley de

Faraday-Maxwell.

Y lafem & sobre un circuito C se define como la circulacién del campo eléctrico E™ alo largo del
circuito, observado desde un sistema de referencia solidario al circuito. Es decir, en un sistema donde

V = 0. En consecuencia,

- 0B -
=QE.d =- -dS
i A
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donde hemos primado los campos para dejar en claro que estan medidos desde un sistema inercia

solidario a circuito. De esta manera, usando € Teorema de Stokes |legamos ala ecuacion diferencial

. - 0B
VxE=—-———
ot
Pero como todos |os observadores inerciales miden la misma fem (es un postulado) sobre un circuito,

laLey de Faraday-L enz se cumple paratodos |os sistemas inercial es. Entonces

e Desde un sistema en reposo respecto del circuito

g 0B -
=@QE.d =- -dS
i e

e Desde un sistemade referenciadesde € cual seve a circuito moverse con velocidad V

o= [] Luas+ f(vB)a
S(C) ©

Nota: No nos cabe duda de que lo expuesto en esta seccion puede resultar algo oscuro. Nuestra
intencién es dar una vision superficial sobre la Ley de Faraday-Maxwell. Dejamos “ oculta” la
relacion entre campos eléctricos y magnéticos vistos desde sistemas inerciales que se mueven a
vel ocidades donde se puedan despreciar 10os efectos relativistas (de Einstein). Este tema podran verlo
con detalle en la materia “ Electromagnetismo”. S quieren adelantarse, recomendamos leer e

Capitulo 8 de “ Ingenieria Electromagnética” del Ing. Juan Carlos Fernandez.

9.12.Un gemplo: espira que se mueve en un campo magneético variable en €

tiempo y en e espacio

Calcular la fem inducida en un circuito conductor rectangular indeformable de lados ay b que se
algla (a una velocidad v constante) de un cable muy largo por e que circula una corriente variable en
e tiempo I(t) fijada por una fuente externa . El cable y e circuito son coplanares. Discutir la

polaridad de la fem si se sabe que la corriente aumenta al transcurrir € tiempo.

1 Como primer paso, recordamos la expresion del campo
V4

generado por un conductor rigido por € que circula una

corriente | a partir de la Ley de Ampere. El sistema de
coordenadas elegido corresponde a de la figura
Expresado en componentes y coordenadas cilindricas

p0,¢,Z , e campo generado por € cable en todo d

V

1(t) b -
X
>

espacio esta dado por
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S Ho 1
B(p,p,zt)=—1(t)—¢€, .
(P zt)=5 1 ()78,
Como el movimiento se produce en el plano xz, la coordenada p corresponderd ala coordenadaxy la

coordenada ¢ ala coordenada cartesianay. En consecuencia, en el plano xz el campo magnético esta

dado por

o] Ho 1.
B(xt)=—1(t)—
(xt)=221(t) ¢,
Vamos a resolver este problema desde dos sistemas de coordenadas. El sistema S solidario al cable
(sistema Cable o Laboratorio) y €l sistema S (sistema Circuito) solidario a circuito (que se mueve con

velocidad V = V€, respecto a sistema S). Debido ala geometria del problema, la coordenada p esta
identificada con la coordenada x mientras que el versor é(/, corresponde a versor cartesiano éy

Vamos a partir de

d re =~ =
=—— || B«dS
T SJ(L
o= [] LS+ §(vxB)d
S(C) ot C

Podemos usar e tercer miembro la segunda ecuacion porque la espira no se deformay se mueve a
velocidad constante. En el sistema de referencia Laboratorio se puede calcular lafem tanto a partir de
la primera como de la segunda ecuacion, mientras que desde S es mas sencillo calcularlo a partir de la

segunda ecuacion.

Sistema dereferencia solidario al cable por € quecircula corriente S
El célculo de lafeminducida desde este sistema de referencia tiene la dificultad de la determinacién de
los limites de integracién, y sobre todo poder distinguir las diferencias entre los limites a utilizar
cuando € clculo se hace a partir de @) la derivada total del flujo (primera ecuacion) 6 b) su

descomposicion en dos términos (segunda ecuaci 6n)

a) Cdlculoapartir deladerivadatotal temporal del flujo concatenado

Para el clculo de la fem desde € sistema solidario a cable por € que circula una corriente I(t) se

plantea el flujo @ = H B-dS através de una superficie delimitada por la espira, teniendo en cuenta
espira
la dependencia temporal del vector campo magnético tanto a través de la variacion de la corriente

como de la posicion de la espira.
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Al ser lavelocidad de la espira constante, y suponiendo que en t=0 es x=X,, |a espira estara delimitada

+wt 0
al tiempo t por x(t) = % z(t) =
X +a+wt b
Eligiendo como superficie a rectangulo delimitado por la espira, la norma a la superficie en la

direccion €, el flujo magnético resulta

(1) =szxo+f+wM1dx= ol (1) b|n[X°X:i:t"tj

Derivando respecto del tiempo y multiplicando por (-1), la fuerza electromotriz inducida en la espira,
resulta

8(t):_;f(dld(tt)ln(xogi:tw}r | (t)v(){(ﬁ;\,t = xOJlrvtD

b) Calculo a partir de la derivada temporal parcial del flujo concatenado y del movimiento

delaespira

oB

Cuando se cdcula la fem a través de g=—H

«dS+ cﬁ (\7 X é)-a , la fuerza electromotriz
S(C) C

inducida puede pensarse como suma de dos fems: una debida a la variacion temporal del campo

magnético relacionada con un campo eléctrico inducido no conservativo a través de la Ley de

Faraday-Maxwell V x E= _i’t_B , y otra fem relacionada con e reacomodamiento de cargas en la

espira debido a las fuerzas (fuerza de Lorentz F = q(E +Vx B)) que ellas sufren cuando la espira

cerrada estd en movimiento en un campo magnético no uniforme, es decir,

E=- H gtéongr(P(Vx E)-a =& + &y
S(C) @

donde elegiremos como superficie de integracion € rectdngulo delimitado por la espira. Como se

eligié como norma a la superficie de integracién la direccién éy , € diferencial de arco que le

corresponde tendra sentido horario, segin el esquema de lafigura

= b Xg+a+vt
. aB-dé:—jdz MWL, _ ubd (t)ln[x0+a+th

27 ot x 27z dt X, + Vit

espira 0 Xg+Vt
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Para el cédculo de ¢, , la integra de linea se debe

considerar como suma de 4 integrales, que corresponden
a cada lado de la espira. Como el campo magnético

z 2 3 _ _ N .
—I generado por €l hilo recto tiene sentido & (si € sentido
dr \V delacorriente es e indicado en lafigura), V x B tendra

1(t) b > o M |

® sentido €,y el integrando sera positivo, negativo o nulo
ds X segun el segmento de la espira que se esté considerando:
1 a 4 4 dela?2serapositivo,de2a3yded4alnulo,yde3ad
negativo. Sin embargo, S se circula la espira sera

=dze, para los tramos paralelos a cable y
d = dxe, paralos tramos perpendiculares a mismo (los cuales no contribuyen alaintegra de linea

pues V x B no tiene componente en esa direccion). Consecuentemente, la fem inducida ¢,, estara

dada por

V x v zZ+ v'u0 ——dz
_g;( B)edi = j d j 2L )XHd

El célculo de esta integral puede presentar dos dificultades: 1) considerar €l signo de dos veces en €
tramo 3-4 (a hacer € producto escalar y a poner los limites de integracién), y 2) poner en cada tramo

el valor de x que corresponde a tramo. En el caso del tramo 1-2, e campo magnético debe ser

evaluado en X = X, +Vt , mientras que en el tramo 3-4 seraevaluado en X = X, +a+ vt. Entonces

iv 2 (t —dz+ vﬂol()—dz vﬂol( U

0
2 x12 s 27 7 2 x0+vt J;xo+a+vt ]

En consecuencia, lafeminducida“por movimiento” esta dada por

8M=Vb&|(t)( 1 . j
2 X +wt X, +a+uvt

Lafemtotal inducidaasi obtenida, & + ¢,, , coincide con la obtenidaen a).

Sissemadereferencia S solidario a la espira
Como en el sistema solidario a la espira, las cargas contenidas en la misma estan en reposo con

respecto al sistema de referencia,

—” -dS+<j>(v><B) d=¢ +0=-

S(C) S(C)

8B
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En este sistema (donde hemos considerado el origen de coordenadas en €l vértice notado como “1” en

lafigura) loslimites de la espira estan dados paratodot por

x'(t):{o z’(t):{g

a
La relacion entre las coordenadas (X, Y, z) del sistema Sy las del sistema de referencia inercia S
(X, ¥, Z)que se mueve con velocidad V = V&, esta dada por
X=X+X, + Wt y=Yy z=7
y el campo magnético en el sissema S’ estara dado por™*

1

R Py
B(X,t) =0 (t)m

2 éy

En consecuencia

B & [0 1 )
o= [ Do - ja[;’—;l (t)mjdz:

espira 0

a b
SR 7%t O B S S, ¥
2r g ol ot X+x, +wt (X,+XO+Vt)

Integrando respecto de las coordenadas se obtiene una expresion de la fem idéntica a la obtenida

anteriormente. Es decir,
g(t):_uob[dl (t)ln[xo+a+wj+l(t)v[ 1 1 D
2r | dt X + Vi X +a+vt X, +wt

Observaciones

La resolucién de este problema por distintos métodos presenta la ventgja de permitir hacer un andlisis
de la validez de las digtintas “férmulas’ que aparecen en algunos libros de texto. Ademas, la
expresion utilizada para la fem permite distinguir claramente los casos campo magnético variable en e
tiempo (debido alacorriente en € cable variable en € tiempo) y espira estética, y el caso de campo no
dependiente dd tiempo y espira cerrada movil en un campo no-uniforme. Se puede hacer, de esta
manera, un andlisis detallado de la polaridad de la fem dependiendo no sbélo del sentido de la
corriente que circula por € cable infinito (es decir del sentido del campo magnético) sino también de
su variacion.

A partir de

! Esto corresponde a que |os campos magnéticos sean |os mismos en |os dos sistemas de coordenadas, o que es
vélido dentro de la consideracion v<<c,
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5(t)=—ﬂ°bdl (t)ln(xo+a+"t]_ﬂob|(t)v( 1 1 ]

2r dt X + Vi 2r xo+a+vt_xo+vt

El primer término del segundo miembro de esta ecuacion muestra que cuando la espira permanece en
reposo, € signo de la fem esta dado por €l crecimiento (o decrecimiento) de la corriente (0 sea del
campo magnético creado por el cable) pues el factor que contiene al logaritmo es siempre positivo. El
segundo término, en cambio, dgja en claro que cuando la espira con corriente constante se aeja del
cable, € signo de la fem queda determinado por € sentido de la corriente. Por otra parte, es facil
extender este problema a caso en que la velocidad de la espira tenga una componente paraela al
cable.

Es conveniente en esta etapa hacer la consideracion de corriente constante y espira que se mueve
respecto a cable, donde € primer término del segundo miembro de la ecuacion es nulo. También se
puede considerar otro caso limite, es decir, espira en reposo y corriente que, por ggemplo, crece en €

tiempo, en cuyo caso la fem es negativa, lo que significa que s |a espira fuera conductora, la corriente

inducida en la misma deberia crear un campo magnético en la direccion -, . Asi la corriente

circularia en sentido antihorario. Entre estos dos casos, se pueden analizar distintas situaciones.

9.13.El campo el éctrico inducido (no conservativo)

Volvamos a la reintepretacion de la Ley de Faraday hecha por Maxwell. Maxwell asocié la fem
inducida a un campo eléctrico no conservativo (su circulacion corresponde a la fem). Asi, lo que
“impulsa’ alos portadores libres de carga de un conductor cerrado a moverse es ese campo eléctrico
inducido. Y la existencia de este campo eléctrico es independiente de que exista 0 no € circuito

conductor. Si € circuito fuera dieléctrico, los dipolos se orientaran debido a ese campo eléctrico.

. B .o
Segun la Ley de Faraday-Maxwell en forma diferencia tendremos V x E = _8_ #0y V.E=0.
ot

Recordando propiedades de las funciones vectoriales de Andlisis |1, la solucion de estas ecuaciones

diferencialesleva a un resultado no nulo para E . Es decir, existe un campo el éctrico (no conservativo
porque es rotacional %) y solenoidal (divergencia nula) solo por la existencia de un campo magnético
dependiente del tiempo. Ese campo eléctrico inducido puede depender del tiempo (depende de como
sea la dependencia del campo magnético con €l tiempo).

Lo mas notable es que S no existe ningln circuito, el campo existe igual. ¢Con qué evidencia
experimental podemos afirmar esto? Comencemos gue un experimento “pensado”. Pensemos un punto
del espacio (sin cargas ni corrientes) donde € campo magnético varie con €l tiempo. Si colocamos una

carga de pruebainmovil en ese punto, ella sentira el efecto del campo eléctrico inducido. Y s, ademas,

12 g fuerairrotacional y solenoidal, la Ginica solucién posible serfa un campo eléctrico uniforme y constante.
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la carga de prueba se moviera, la fuerza total sobre ella estaria dada por la Fuerza de Lorentz
= oB

F(r)= qO(Emduado(F) v(F)xB(r, )) dondeﬁxEnd=_E

Vamos ahora a aplicar esta nueva concepcion de campo eléctrico a un gemplo que, s bien parece
ideal, puede ser realizado en €l Laboratorio.

Supongamos que en una zona del espacio sin cargas'y en vacio (zona
cilindrica infinita) existe un campo magnético uniforme pero que

depende del tiempo. Segun la Ley de Faraday-Maxwell (en forma

integral y en formadiferencial)

Ear =2 (] Beas v B

donde, para generdizar, el campo eléctrico considerado es € tota

(conservativo y no conservativo) aunque sabemos que el
conservativo no contribuye a ninguna de las ecuaciones porgque es conservativo o irrotacional. Si €
campo magnético tiene direccién z, el campo el éctrico solamente puede tener componentes x e y (todo

deducido de la ecuacion diferencial). Como no hay cargas seglin lo que postulamos, debe ser

V.E=0.Esto llevaa que las lineas de campo eléctrico deben ser cerradas. Y como las lineas son

cerradas el campo eléctrico solo puede tener solamente componente é(p (s tuviera una componente

radial, la divergencia no seria nula). Por otra parte, por la simetria de la configuracién, el campo
eléctrico no puede depender en forma diferente de las coordenadas x e y; solamente puede depender de
p. Es decir las lineas de campo el éctrico inducido deben ser circunferencias.

Calculemos la fem inducida a partir de la Regla del Flujo. Pero... ¢qué superficie y qué curva
elegimos? ¢V a a depender la fem de la curva (que no es un circuito) y superficie elegidas?

Para eso vamos a considerar primero una curva en forma de circunferencia centrada (porque es muy

fécil cacularla). Como B=B(t) (-€,) y dS=dS&,, lafem

inducidavale:
dB
— p? p<R
j B.dS = +—j Bds=J Ot
ts(c dt @) d—BﬁRZ >R
dt

Una vez determinado e sentido del diferencial de superficie,

el sentido del diferenciad de longitud queda univocamente

determinado drzdlé(p. Definiendo E:E(p)éw, la X

circulacion del campo eléctrico inducido resulta
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Cﬁ E.dl = E(p)27p E, 4
C
En consecuencia,
dB
—Béq) p<R
_ dt 2
E(F)=E e =
(M=E(P)& =1 4g e
——§, p>R
dt 2p >

r
El sentido del campo eléctrico depende de que el campo magnético crezca o decrezca en el tiempo y

tiene direccidn tangencial (seguin € sistema de coordenadas elegido).

Si e campo magnético hubiera tenido el otro sentido, lo Unico que hubiera cambiado es el producto

escalar entre el campo y la superficie (lo que es equivalente a considerar B(t)< 0). Es decir,

hubiéramos obtenido que €l campo eléctrico inducido tenia sentido —€, si €l campo magnético era
creciente. Resumiendo:

1) Si e campo magnético tiene sentido entrante y aumenta en el tiempo: E tiene sentido
antihorario.

2) Si e campo magnético tiene sentido entrante y disminuye en el tiempo: E tiene sentido
horario.

3) Si el campo magnético tiene sentido saliente y aumenta en € tiempo: E tiene sentido horario.

4) S e campo magnético tiene sentido saiente y disminuye en el tiempo: E tiene sentido
antihorario.

Si hubiera colocaramos una carga en algun punto del espacio, ella se aceleraria. Si se colocara un hilo
conductor con laforma de la curva, apareceria una corriente (recordar del Capitulo 5 que € sentido de

la densidad de corriente coincide con la del campo eléctrico). ¢ES coherente esto con la Ley de
Faraday-Lenz? En € dibujo, s é(t)aumenta con €l tiempo, por la Ley de Lenz debe crearse un

campo magnético saliente para tratar de impedir que € flujo cambie, i.e. la corriente circularia en
sentido antihorario. Si el campo tuviera e otro sentido y disminuyera en el tiempo, por gemplo,
deberia aparecer una | que aumentara € campo, i.e. que creara un campo magnético saliente. Asi
también seria en sentido antihorario. Asi se ‘piensa’ que ese campo eléctrico es el que hace que las
cargas circulen; es el responsable de la fem. Cuando en un circuito ponemos una pila, sabemos dénde
esta la responsable de que los portadores de carga circulen debido a campo eléctrico que ella genera.
Pero en este dispositivo, ¢donde esta la fem? La respuesta seria: en todos lados. Quiza la pregunta sea
inadecuada ... Por eso Maxwell pensd solamente en campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo,
desde € punto de vista tecnol égico, pensar en términos de fem es muy conveniente a bajas frecuencias

(que corresponde al dominio de los circuitos el éctricos).
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Pero, de todas formas, € modelo de la fem inducida

acarrea varios problemas que a veces dificultan la
comprension de agunas situaciones experimentales
(iremos viendo varias de €ellas de a poco). Comencemos
por una aparente paradoja: colocamos dos resistencias
R, y R; en un circuito conductor (para la figura hemos

considerado que € campo magnético aumenta en €l

tiempo). Es fécil ver que | (R, + R, ) # Oa pesar de que

el circuito esté cerrado. ¢Es correcto? ¢Qué mediriamos con un voltimetro colocado sobre R; y sobre
R,? ¢Depende de como coloquemos el voltimetro? Es un problema bastante complejo (desde todo
punto de vista) pero ya fue resuelto experimental y tedricamente™.

Ahora supongamos que a una cierta distancia a del centro O, tenemos un hilo de forma circular de

largo L. Caculemos la circulacion del campo a lo largo dd

triangulo circular OACO

pues € campo eléctrico inducido es acimutal. S a>R, la fem

inducida resulta

2 2
-G - BR g B BR

dt 2a dt 2a dat 2

Estano eslatnicaformade calcularla. S aplicamos la Regladd Flujo, obtenemos

2
j BedS = +—OA cra Ry

yaque el drea donde el campo magnético no es nulo corresponde aladel triangulo circular OAC’ . Es
decir, obtuvimos lo mismo. Observar que lafem es, en este caso, independiente de el radio a del arco.

Si, en cambio, consideramos que a<R

dl =—ZAC=—a%
dt 2 dt

Idéntico resultado se obtendria a partir de la Regla del Flujo. Hay que observar que, en este caso, la

. 8. . dBa— dB
=|E
|

fem inducida depende de a.
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Podemos explicar, ahora qué ocurre cuando se tiene una

espira conductora cerrada fuera de la zona de campo.

Por un lado, esta claro que H B.dS = Opor lo que,
S(C)

desde € punto de vista de la Regla del Flujo, la fem

inducida es nula Desde e punto de vista de la

circulacion del campo eléctrico, las contribuciones en

los tramos AC y E’a se compensan debido a que €

largo del arco es directamente proporciona a la
distanciaa centroy el campo eléctrico es inversamente proporciona a ella. Entonces la fem inducida

esnulay no circulara corriente aunque €l circuito sea conductor.
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Segunda Parte: Ley de Faraday-Maxwell aplicada a
los circuitos con corrientes dependientes del tiempo

9.14. Autoinductancia y fem inducida

Vamos a aplicar la Ley de Faraday-Lenz a una aplicacion tecnoldgica de muchisima importancia.
Consideraremos “circuitos eléctricos’ alimentados con fuentes o fems dependientes del tiempo y con
elementos que generan campos magnéticos por € paso de la corriente como el de lafigura. El o los
campos magnéticos generados dependerdn del tiempo y, consecuentemente, el flujo del campo

magnético variard porque varia la corriente. Puede ser una corriente alterna (el vector densidad de
corriente J varia su sentido en el tiempo) o una corriente continua variable en el tiempo (el vector

densidad de corriente J no variasu sentido en e ti empo).
Supongamos que tenemaos un generador Vg que genera una corriente alterna conectado a un solenoide
(de seccion Ay largo ) con N vueltas de

alambre muy  densamente  arrolladas.

Supondremos que €l nucleo es de aire o de otro A + D

material lineal. Laresistencia R tiene en cuenta
la resistencia de todo € circuito. Para
simplificar e modelo, vamos a considerar que I
podemos despreciar los efectos de borde y G L f

considerar que e campo magnético generado

por € solenoide se puede aproximar a que

genera un solenoide ideal y de largo infinito: E

paralelo a gje del solenoidey de valor
K NI
B:'H—Z:,uK:,u—:,unl
2 l

donde K representa la densidad superficial de corriente y n la densidad de espiras. Como €l flujo

concatenado por cada una de sus espiras es @, = unlA, e concatenado por las N espiras seréa

@, =NgnlA. En consecuencia, la fem inducida “en y por la bobina’ (la llamaremos “fem

autoinducida”) sera

—dﬁ =—Uu nNAd—I =—un’t Ad—I

dt dt dt

Recordemos lo realizado en el Capitulo 5 para definir la resistencia eléctrica de un materia de forma

gautoi nducida —

cilindricade seccion Ay largo ¢€: vimos que larelacién entre diferencia de potencia y corriente era una
cantidad que dependia de las caracteristicas del material, de su largo y de su seccién. Y asi definimos

resistencia. Aca tenemos algo parecido, excepto que en lugar de diferencia de potencia tenemos una
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: di : -
y en lugar de corriente | tenemos —. Aprovechando esta semejanza, definimos
dt

gautoi nducida

autoinductancia L del solenoide como

A
L=unNA=un’¢ A= uN>—
/

Para el solenoide con nucleo lineal la autoinductancia es directamente proporcional a su seccion e

inversamente proporcional a su largo y depende de sus propiedades magnéticas a través de la
permeabilidad. Observemos que si e material no hubiera sido lineal, hubiéramos podido calcular H

que no guarda relacion lineal con B, y, en consecuencia, no hubiéramos podido calcular su flujo sin

considerar lacurvade histéresis.
Pero s el nucleo es lineal (o se trabaja en una zona que a los fines précticos es lineal) el campo B

siempre sigue unarelacion lineal con | (y con H ). Bajo estas condiciones siempre resulta

do dl

€ autoinducida — _E =— E
L _ _ gl
Y ladefinicion de autoinductanciaen formageneral es L = R

Por supuesto, € céculo de la autoinductancia lo hicimos en un caso ideal. Aunque la longitud del
solenoide sea muy apreciable frente a radio, no todo € flujo contribuye efectivamente a la gyuinducida-
Lo que se hace medir la fem autoinducida y de alli determinar la autoinductancia L (como a
determinar experimentalmente una resistencia R). Es decir, 1o que ocasiona € voltaje entre los bornes
del solenoide es la autoinductancia L. Por eso se dice que la caida de tension en la autoinductancia esta
dada por

di
AV, =-L—
dt
Determinar cud de los bornes es el que estéd a mayor voltaje dependera de que la corriente disminuya o
aumente con €l tiempo. Estaclaro

gque s la corriente aumenta con €l

D I!
tiempo es AV, :—Ld—|<0 : la T_'_ D ﬂ

« I AV, =v.—v. T
tenson “es negativa® y cae la L Eontomductda — 'L = Vg VD _ E

tenssén en la L. Podemos

graficarlo de la siguiente manera )

. . L o AV
13 Como con unaresistencia R, que termina siendo definidacomo R= I

9-36



=8 FACULTAD
‘ DE INGENIERIA FISICA 1l (2015)
Universidad de Buenos Aires EI eCt” Ci dad y M agnetl SmMo
Pensemos en € sentido de la corriente inducida | “: Si 1a corriente | aumenta en el tiempo, por la Ley

de Lenz se inducira una corriente que trate de compensar este aumento. Es decir, debe ser de sentido

contrario (no importa como esté arrollado € solenoide). Entonces la ¢, 6 SEFi@ €quivalente “a
unapild’ con la polaridad indicada.
Las unidades de L se obtienen a partir de su definicion:

Esta unidad tiene un nombre particular: Henrio o Henry (en homenaje a Joseph Henry)

£ Vs ®] Tm* Wb

[I ] A [ I ] A A
Observacion:  El propio circuito es una espira por la que circula corriente por lo que habra una fem
inducida “extra’. Pero, vamos a despreciar este efecto (se tiene en cuenta a construir |os circuitos que

€ circuito mismo puede influir)

9.15.Autoinductancia e I nductancia Mutua (un desarrollo méas formal)

¢Qué ocurre si tenemos mas de un solenoide por los que circulan corrientes distintas? Supongamos

primero dos circuitos por los que circulan corrientes dependientes del tiempo. Aplicaremos la Ley de
Faraday a este “dispositivo” y a partir del resultado podremos hacer una generalizacion.

- Cada circuito genera un campo

Circuito 1 piroutog magnético y concatena un flujo

debido a su propia corrientey ala

de su vecino. Supongamos que €

Circuito 1 produce un campo
magnético B, (7,t) en todo e
espacio y el Circuito 2 genera Bz (F,t) . Por lo tanto, cada uno de los circuitos concatena flujo debido

al campo que @ mismo genera'y a campo generado por €l otro circuito. Asi podemos escribir los
flujos total es concatenados por cada circuito como

D, :H(El+ Bz)-dézﬂ Blod§+ﬂ B,«dS=®,, + D,
& &) S

D :”(El+ I§2)-d§=” I§l-d§+ﬂ B,«dS=®d,, +D,,
S S S

En consecuencia, apareceran dos fems inducidas (cada una proveniente del campo propio y € campo
generado por laotra). En el Circuito 1

do,  d(®,+P,) do, do, do, d, do,d,

glz— = — = — =

dt dt dt ot di, dt d, ot
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y en e Circuito 2

dCDTz d(®21+®22) dCD21 chzz _dq)21 ﬂ_dq)zz%

&, =— =— =— — =
dt dt dt dt d, at d, dt
Se definen, entonces
L= do,, M, = do,,
dl, dl,
M, = do,, L, 3 do,,
di, dl,

Los coeficientes L; y L, corresponden a la autoinductancia de cada circuito mientras que los
coeficientes M;; se denominan coeficientes de induccion mutua.

Es decir, la autoinductancia da la “rapidez” de cambio de flujo debido a cambio en la corriente que
circula por ella, mientras que la inductancia mutua da la “rapidez” con que cambia el flujo debido a
cambio de corriente en € otro circuito. Se puede demostrar que en circuitos donde no hay materiales

ferromagnéticos siempre M;= M;; (la demostracion excede € nivel del curso).

9.16.Calculo de autoinductancias e inductancias mutuas

Ejemplo 1. Veamos un gemplo relativamente sencillo si hacemos algunas consideraciones. Son dos

espiras concéntricas y coplanares. Las lineas de campo no son sencillas pero podriamos considerar
que dentro de la espira més pequefia e campo magnético él(debido alal 1(t)) es uniforme y su

valor se podria aproximar a correspondiente a centro de la

espira. Es decir, B(0,0, z):méz .
2R,

Tomamos € sentido indicado en la figura para la corriente

como positivo y, en consecuencia, € diferencial de superficie

»

R e
N

TTte----a
@l

asociado debe tener €l sentido de €,. Vamos a calcular la

inductancia mutua M,;. Es decir, estamos considerando cémo

varia el flujo en e Circuito 2 debido a cambio de la corriente

HOE

Como vimos,
do,. dl, do., dl dl dl
£ =— e 12—2=—L1—l—|\/|12—2
d, dt dl, dt dt dt
oo A0 dl, dopd, . od, | d,
2 21 2
d, dt d, dt dt dt
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En consecuencia,

le:&i{ﬂgl.dg}ib ﬂow)éz.dg}zg{ﬂow)ﬁ]:&ER;
1 d,| 2R 2R

Si e Circuito 1 tiene N; espirasy € Circuito 2 tiene N, el campo generado por |, (t) serd N; veces €

generado por una de sus espiras y € flujo concatenado por €l circuito 2 sera N, veces el concatenado

por una de sus espiras. En consecuencia, en forma més general
Y7,
M, = NN, —7 R22
2R
¢Como calculamos M1,? La aproximacion de que el campo generado por la espira mas pequefia es

uniforme sobre toda la espira grande ya suena bastante descabellada. Entonces, habria que calcular €

campo por la Ley de Ampere sobre toda la espira grande debido a la corriente |, (t) o confiar en €

resultado M,, = M, que dijimos se demostrara en Electromagnetismo.

Para calcular la autoinductancia L,, deberiamos considerar (como hicimos con el solenoide) que el

campo es uniforme en laespira 1 (o calcular el campo por laLey de Ampere sobre toda la espira). En

€se Caso
do

L =—2= N L2 7R = N2 22 7R
di, 2R 2

Idéntico procedimiento para calcular L, aunque para ser consistente con lo realizado hasta ahora
deberiamos hacer € tedioso trabajo de calcular el campo sobre toda la superficie de la espira
Entonces, s originamente circulaba una corriente por la espira 1 (variable en el tiempo) habra fems

autoinducidas en ambos circuitos

dl dl
g=-L—-M;,—=>
dt dt

| |
& =_M21L_ Lzﬁ
dt dt

Ejemplo 2. Pero hay otro dispositivo (toroide) donde podemos calcular (dentro de ciertas
aproximaciones) las autoinductancias y las inductancias mutuas. Consideraremos que: 1) el toroide

angosto 2) no hay campo fuera de los bobinados 3) €l materia del nicleo eslinea

Dentro de nuestro modelo, la corriente |, (t) genera un campo magnético
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donde R es e radio medio. Como el segundo

bobinado est4d abierto, no puede circular

corriente por é y no genera ningln campo

magnético. Podemos escribir que las fems

autoinducidas en los bobinados 1 (primario) y

2 (secundario) son, respectivamente:

dl dl dl
g=-L—"-M,—2=-L—
dt dt dt
dl dl dl
&5 :_le_l_ Lz_ZZ_le_l
dt dt dt

Es decir, en e segundo bobinado se induce una fem debido ala variacion de la corriente en €l primario

pero no circula corriente.

S e segundo bobinado estuviera cerrado podria circular una corriente (aunque no tuviera un

N2|2

generador) que llamaremos |, (t)y ésta produciria un campo B, = 4, €, = 1,1, (t)€,.

27R
El sentido se debe a como esta enrollado

e conductor y a sentido asignado a la

corriente 1, (t).

Calculemos todos los flujos para luego

cacular lasfems:;

2 2

D, = q'd_’SNZI t Ho 7Z'a2 =/ Nza_| t es deCir, — NZa_

1 _gBl 11()27ZR 012R1() L =4 12R
@, 72” Bz‘dﬁs; NlNzlz(t) o ra’ = ,UONlNZa—le(t) esdecir, My, = 1,N, Nza_2
Y 27R 2R 2R

En el segundo bobinado habré también un cambio de flujo y

2 2

@, = [[Bed” SN2 () -2 za? = 4 N2 2| (t L = uNZ2

22 g 2 2 2( )27Z-R 0" %2 2R 2() 2 0' Y2 2R
5 4 Hy 2 a’ a’
b, = «d &= N,N,I,(t ma” = NN, — 1 (t M., = #,N; N, —
2 TgBl 1" %2 1( )27Z-R 0'"1 22R 1() 21 0'v1 22R

Vemos que en este caso se cumple
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My, =My = LL,
Observemos que todo el flujo de uno es concatenado por si mismo y por el vecino. En la experiencia
eso no ocurre y usuamente M, =M, =k,/LL,, donde k se Ilama factor de acoplamiento.

Dependerd, fundamentalmente, de la geometria del sistema.

Si no hay pérdidas de flujo (factor de acoplamiento unitario), tendremos

—H%—Mm%:—lq%_ LL, %
dt

——L i_MZldl Li_ |_1|_ 4
dt dt dt
dl,
i__gl LlLZE
dt L,
dl
&+LL, —2
dl dl, dl, . 2" L, N
g, =-L ——Q/LiL ——L— JoL,———at o o
dt dt L, LN,

resultado mas que interesante ya que se induce una fem inducida en el secundario que puede ser
relacionada muy fécilmente con lafeminducida en el primario.

Pero avancemos un poco més... ¢Cuanto valen las corrientes? El circuito 1 tendra unaresistenciaR; y
€l circuito 2, Ry.

En € circuito 1 tendremos: la fuente V(t),

lafeminducida ¢, y lacaida de tension

en laresistencia R;. En € 2 no tendremos

fuente. En consecuencia, si bien podemos

pensarlo de varias formas, tendremos

dl dl
V(1)1 =V (t)-I L —t-M, =20
(D-LOR+a=V(H)-L{HR-L_2-M —5
dl dl
1, (t ,=— L,—2-M, %0
(Rre =2 (YR~ it dt

Tenemos 2 ecuaciones con 2 incognitas: 1, (t) e 1,(t) pero ambas funciones del tiempo. Pero estas
ecuaciones estan acopladas por 1o que su resolucién no estrivia. Sin embargo, podemos determinar €
sentido de 1, (t) dado el de I,(t)) y sabiendo si I,(t) crece o decrece en @ tiempo. También es
necesario saber como estan bobinados los conductores. Segun la figura, € campo generado por la

corriente Iz(t) (con € sentido asignado en la figura) generaria un campo magnético del mismo
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sentido que el originado por la corriente |, (t). Supongamos que la corriente 1, (t) aumentara en e
tiempo, es decir, el campo I_5>l aumentaria en e tiempo. Por laLey de Lenz, la ¢, debe ser tal que la

corriente inducida produzca un campo magnético I_5>2 de sentido contrario

a B,. Entonces, la corriente 1,(t) debe tener sentido contrario + -
—VVV\—
dibujado. Podemos representar esa fem inducida &, como en la figura o — ’
n
superior de laderecha _

Si, en cambio, |, (t) decrecieraen el tiempo, la situacion en el secundario ‘j

gi nd ——r—
estaria representada por lafigurainferior de la derecha

9.17. Los campos magnéticos y las corrientes que los producen

Una de las dificultades con la que nos encontramos a menudo se debe a que se tiende a confundir €l
sentido del campo con su crecimiento o decrecimiento. Vamos a analizar 1os campos magnéticos
generados en un “circuito magnético” como el de lafigura. Por supuesto que vamos a utilizar todas las
aproximaciones detalladas en el Capitulo 8 y nos enfocaremos solo en la Induccién Electromagnética.

En e circuito primario se coloca una fuente de tensién que puede variar en e tiempo. El circuito

secundario esta abierto. Supongamos que la corriente es constante a comienzo de la experiencia. Se
establecerd solo un campo magnético constante y uniforme l.5>l en todo € circuito que proviene del

arrollamiento del primario Unicamente (como vimos en e Capitulo 8) porque no circula corriente por

el secundario.

- = =

L) T B (1) B (t)

@ —

VUVV
VAVAVAV;

Bu (1) Bi(t)

Ahora consideremos que la corriente comienza a aumentar. Eso significa

que € flujo através de la bobina 1 comienza a aumentar (porque aumenta

I§l). Este aumento de flujo lleva a la aparicion de una ¢, en e primario

gque genera una corriente tal que aparece un campo é‘u gue trata de

compensar el aumento de flujo. Podemos esquematizar € primario como

enlafigura

9-42



=8 FACULTAD
-‘ DE INGENIERIA FISICA Il (2015)
Universidad de Buenos Aires EI eCt” Ci dad y M agnetl SO

¢Qué ocurre en e secundario? El campo magnético en el secundario sera el mismo que en el primario,
€es decir, I§l + é‘n- Por e secundario no puede pasar ninguna corriente porque € circuito esta abierto.
Pero eso no impide que se induzca una fem que (de estar € circuito cerrado) haria aparecer una

corriente de sentido tal que € campo generado fuera como €l I§21. Pero hasta que no se cierre €

circuito, esacorriente no va a aparecer y no habracampo B,,.

A

ot 8O a9

f——T"

i
W

v

By (1)

¢Cudl deberia ser € sentido de la corriente inducida? Eso va a depender de como esté hechos los
arrollamientos. Lo gue es seguro es que |os campos deben tener los sentidos indicados. Tal como estan
dibujados, si € circuito secundario se cerrara, la corriente inducida en € secundario deberiacircular en

sentido antihorario. Es decir, podemos representar al

secundario por _

Pero s cambiamos el sentido del arrollamiento del secundario, el sentido de la corriente inducida que
se generaria seria“horario” si lacorriente del primario aumentara

—_

L) T B()

|
(oo

a(t) 15(t)

()
\/
VUVV

-
il
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En este dispositivo, podemos pensar que en el secundario tenemos

un equivalente a +

Pero, independientemente de como esté hecho e arrollamiento del

secundario, s la corriente I,(t) aumenta, la corriente en e

secundario |, (t) deberia ser tal que se oponga a ese aumento de flujo.

Estdclaro que s se cerrara el secundario, circularia una corriente que induciria en el primario otrafem
inducida y asi sucesivamente. Parece el cuento de nunca acabar. Pero no es asi. Podremos aplicar las

ecuaciones circuitales (que estan acopladas) y que tienen en cuenta todos los procesos a mismo

tiempo
V() -1, (R 4=V (t)-1,0OR-LI_m, L2 _g
1 1 1 dt 1 dt2
di di
= =—| —L —2_M _1—0
2(t)R2+€2 z(t)Rz 2 at 2 at T

Pero, como ya dijimos, este sistema no |o trataremos analiticamente en esta materia.

9.18. Los bornes homologos

Hasta ac4 hemos visto cdmo aplicar la Ley de Faraday-Lenz-Maxwell para entender “qué esta
pasando”. Ahora vamos a ver como podemos sistematizar esta ley basica del Electromagnetismo para
poder aplicarla a casos de interés tecnolégico. Cuando se tienen circuitos con inductancias no
podremos darnos cuenta cudl es el sentido del arrollamiento de las inductancias. Seria bastante tedioso.
Se usa entonces una convencién: las inductancias se marcan con puntos definidos como bornes
homalogos.

Los bornes homdlogos son aquellos por los cuales corrientes simultaneamente entrantes (o salientes)
producen flujos magnéticos aditivos en € interior de cada bobina. S ocurre lo contrario los flujos

resultan sustractivos. Los bornes homélogos se indican con un punto.

Por ejemplo, s se tienen dos bobinas puestas unaa  I(t)

—_— . -
continuacién de la otra 'y se disponen como indica la ——{-O_OU\———/-O_O_O-\——

figura,
g Ly L,
I(t)
—_ . L
Por la convencion, la corriente “entra’ por los ambos _—/-O_OU\—J-O_O_O-\—‘
bornes homélogos. Eso significa que e campo L, L
2
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generado por | (t) en la primera bobina tiene el mismo sentido que el generado en |a segunda bobina

(no dice qué sentido tiene el campo). Entonces, en ambas bobinas €l campo sera “la suma’ de los dos
campos (pensando que todas las lineas estan confinadas a interior de las bobinas.. Si... es una
aproximacion!).

Si lacorriente saliera por 1os bornes homologos, el efecto seriael mismo. En ese caso e dibujo seria el
deladerecha

En ambos casos, €l flujo total sobre labobina L, se puede escribir como
O, = .U(Bl + Bz)-déz ” B,-dS + ” B,«dS=®,, +®,,
S S S

Y ambos flujos seran del mismo signo. Entonces, como la corriente por ambas bobinas es la misma,
podemos escribir que lafeminducida en labobina L,

di di di
E, = — ——M _ +M -
1 let 12 dt (Li 12) dt

Andlogamente, y por laigualdad entre M, y M, lafeminducidaenL, es

&= _de_l_ M21d_I: _(Lz + Mlz)d_l
at at dt
Si las bobinas se hubieran dispuesto con los bornes homélogos en forma diferente (como se indica en
las figuras)
I(t) Iit)
e m m . . m . .W
Ly L, Ly Lo

Losflujos se hubieran restado, por lo que

di di dl
' dt ot ( 12)dt

dl di dl
&=-L—+M,, —=—-(L, —-M,,)—
2 Zdt 21 at ( 2 12)dt

Estas no son las Unicas disposiciones posibles para las bobinas. Vamos a combinar bobinas y

resistencias y determinaremos cud es son las caidas de tension.

9.19. Combinando I nductancias

Cuando hay inductancias en el mismo o distintos circuitos, dependiendo de la geometria de ellos y de
las caracteristicas de las inductancias, el campo magnético generado en alguna de ellas puede 0 no
interactuar con las otras. ES por eso que debemos tener en claro s los circuitos son independientes o
estan acoplados
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o Circuitos magnéticamente independientes. cuando los dos circuitos se encuentran o

suficientemente distantes, de modo que € campo magnético de uno es despreciable en las
proximidades del otro, entonces no se considera e factor de inductancia mutua y el Unico efecto
importante para cada circuito sera el de su fem autoinducida

o Circuitos magnéticamente acoplados: cuando los dos circuitos se hallan muy préximos de modo
gue cada uno de ellos encierra una parte significativa del flujo generado por € otro, los coeficientes de
induccion mutua son comparables en magnitud con |os de autoinduccion.

Vamos a considerar distintas combinaciones de inductancias

1. Dosinductancias“en seri€e’
Vamos a considerar las dos posibilidades de bornes homélogos (marcados con puntos verdes). Como

sabemos, los portadores positivos se mueven hacia zonas de “menor potencial”. En ambos casos
V,>Ve.

A Al
+lol1 +°_l[
= =
] - |B
+§R, +§RI
- M = M
C c
_ol[ + l[
- °
D D
+§ R, i %‘R:
“lE "l E
oL Oy d R
dt ot dt dt
&, =—-L d—I—Md—I &, —de—l Md—I
dt ot dt ot
(Va—Ve)+&-IR +&,-1R, =0 (Va—Ve)+&-IR +¢,-1R, =0
Va-Ve =LA+ LA v oML 1 (R+R) V-V =LA/ + L4 —omdl 2 1 (R+R,)
Vi-Ve=(L+L+2M)d 2 +1(R+R,) Vi-Ve=(L+L-2m)d /2 +1(R+R)
VA _VE = Lequiva]ente d%t +1 (Rl + RZ) VA _VE = Lequiva]ente d%t +1 (Rl + RZ)
Ly =L +L,+2M Ly =L +L,—2M
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Dependiendo de las caracteristicas del circuito, las bobinas pueden concatenar todo, algo o nada del

flujo generado por & campo magnético de la otra. Si concatena todo el flujo, sera M =,/LiL, ; s

concatena parte de & sera M = k,/Lj L, (con k<1) y si no concatena nada, serd& M=0.

2. Dosinductancias no conectadas por cables

(V,-V.)+&-1,R =0

(Vo =V )+5,-1,R, =0

D

.lIl ‘I‘ l[:l

=L BE=

ig“\ JE

. & M %Rz

C eF
0, L
dt dt dt dt
=L, A2y g =L, Iz s
dt dt dt dt

(V,~Ve)+5-1,R =0

(Vo =Ve)+5,-1,R, =0

dl, dl, dl di
VoL DGR =L MG R
di dl, di di
Vo —Ve =L, Zdt"'M dt+|2R2 Vo =Ve =L, Zdt_M Zdt+|2R2
Como glz_le_I di SZZ_LZi M%
dt dt dt
51iM%
a,_ " a
dt L
g*tM —=
g, Mooy Aoy Mo M
dt dt at L L L, ) dt
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/L
Si el acoplamiento es perfecto, como M = /L L, , resultaque %2 _ EZ
&

3. Dosinductancias“en paralelo” con resistencias despreciables

D
R i
= =,
-l-%[;\—}—i_E
_ Y] M %R,
C F
VA _Vc =VD _VF =V VA _VC =VD _VF
dl. dl, dl,
Va—Ve=L " gt hR+M 7% VoV =4, dt+I1Rl M S
v, -V, =L, +|2R2+Mdlldt Vo -V =L, 42 dt+|2R2_Mdlldt
S R=R,=0 R=R=0
dl d(l +1 dl d(l +1
VELBQuivalenteE:Leq% VELeq“ivajmteE:Leq(l—”
dl, dl, di d di d d
L+ M dt='-2 ZaM =) WM =t
q I +I/ -1 d I +I/
_L A —L d L A _L d
(|_1— )d|1 —(L_M)d|2 :>d| ( )d|
¥ gt ~ =2+ dt dt — (L1+|V|) dt
d,/ _(LFM)d
= %It_(L ot
2
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dl,/ g, y di
LM 2= L W 3L1§L1+ 7t =M /t

:LH(LZ+M)+M]dIZdtLeqd%t

(LFM)
dl d,/_ (LFM)dl,/ d,/ |
L~ /gt M /dt_LZ(LﬂA) aEM = L Atj
2

j[ L M) Ly ]dl ANV

(L2+M)

Entonces

dlzdt[LluﬁL?AuMJ% y%_{L o MJ%
g

(L¥M) L¥M)

Sumando miembro a miembro

L, . L, _1
[LZ(L”MMMJ (Ll(L2+M)+M]

(L¥M) (LFM)

(L¥M) L (LFM) =i
(LLFM)EM(LFM)) (L(LFM)EM(LEM)) L,
(L¥M) N (L*M) (L M)+(L¥M) (L+L¥2M) 1

+ ¥
OV R (V5 R (W Vs R (NRS T R
Por lo tanto
LL,—M?
L+L ¥2M

Observar que s las inductancias estan desacopladas, se obtiene una expresion semejante a la de

L =

eq

resistencias en paralelo.
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